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Resumen
En este trabajo se presenta un breve recorrido histórico de los métodos utilizados para
calcular áreas bajo curvas desde la antigüedad hasta la aparición del concepto de integral,
seguido de algunos aspectos diciplinares relevantes. Finaliza con una propuesta didáctica
para estudiantes de grado once de educación básica, en la noción preliminar del concepto de
integral de una función.
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Abstract
In this work, we present a brief historical overview of the methods used to calculate areas
under the curves from antiquity to the emergence of the concept of integral, followed by
some disciplinary relevant aspects. Ends with a didactic proposal for 11th degree students
of basic education in the preliminary notion of the concept of integral of a function.
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Introducción
La noción y el concepto de área están contemplados como objetivos en el subcampo métrico
y sistemas de medidas del pensamiento matemático que plantean los estándares del Mi-
nisterio de Educación Nacional. En este documento se hace énfasis en utilizar diferentes
procedimientos de cálculo para hallar la medida de superficies y volúmenes.
Por lo general, en el aula, sólo son trabajadas regiones delimitadas por poĺıgonos y de las cua-
les puede calcularse el área fácilmente, dejando de lado las regiones delimitadas por curvas,
que requieren del concepto y manejo de la integral. Ahora bien, un acercamiento inicial del
concepto de integral, requiere claridad en nociones como: función, área, peŕımetro, regiones
en el plano, entre otras. Desde la experiencia se evidencia que al abordarse esta temática,
los estudiantes de grado once generalmente presentan dificultades como las siguientes:
Confunden el área con el peŕımetro.
No relacionan adecuadamente funciones con curvas en el plano.
No tienen claro el concepto de función.
Desconocen el cómo hacer la gráfica de una función en el plano.
Confunden fórmula, ecuación y función.
Aśı mismo, el grado once se ha convertido en las instituciones escolares en el grado en el cual
se quiere enseñar conceptos avanzados sin que se de a los estudiantes espacio suficiente para
encontrarle significado a esos contenidos. Los docentes en forma “inocente”nos preocupamos
porque los estudiantes lleguen a su pregrado con algunas técnicas que les permita hallar
integrales, siendo estas técnicas tan solo algunos algoritmos algebraicos que carecen de una
Contenido ix
conceptualización e interpretación. Ante esto, autores como Miguel de Guzmán son muy
acertados al plantear que: “Habrá que poner el acento en la comprensión e interpretación
de lo que se está haciendo, pero será superflua la enerǵıa dedicada a adquirir agilidad en las
rutinas que la máquina realiza con mucha mayor rapidez y seguridad”. Es una realidad que
gran parte de las dificultades que los estudiantes evidencian en sus primeros años de pregrado
corresponden a la imposibilidad de representar gráficamente una situación problema y darle
significado a los śımbolos que utilizan. Finalmente en un acercamiento a estos temas, la mala
asimilación de los conceptos previos sumado a las dificultades ya mencionadas, hace que el
cálculo a este nivel les resulte árido y complejo. Por lo tanto, este trabajo pretende a través
de las actividades propuestas, y con el conocimiento de algunos problemas espećıficos que
consolidaron el desarrollo del concepto de integral definida, lograr que nuestros estudiantes
de grado once alcancen una mejor asimilación y manejo del concepto de área y de integral
de una función.
1. Reseña Histórica
Los métodos emṕıricos relacionados con la medición de la tierra, sin duda jugaron un papel
importante en el desarrollo del concepto de área; según Carl Boyer (1994) el desarrollo de este
concepto va ı́ntimamente unido al surgimiento de las sociedades y con esto a las técnicas
de la agrimensura. El historiador griego Herodoto (1400 a.C.),una de las referencias más
antiguas, narra la existencia y necesidad de los agrimensores en Egipto, también llamados
“tensadores de cuerdas”quienes solucionaban el problema de volver a trazar los linderos de
las tierras después de la inundación anual de los valles del ŕıo Nilo. Ellos delimitaban los
terrenos y de esta manera se pod́ıa asignar a cada agricultor el área que le correspond́ıa,
para aśı cobrar en forma proporcional los impuestos. Un testimonio de esto se encuentra en
el Papiro de Rhind, escrito por Ahmes (aproximadamente, 1650 a.C.), el cual, muestra cómo
esta civilización hallaba áreas de algunas figuras planas.
Espećıficamente los problemas 48 al 55 se refieren al cálculo de áreas de triángulos, trapecios,
rectángulos y ćırculos. La tabla 1-1 describe los métodos utilizados por ellos para solucionar
algunos problemas como los siguientes:
Problema 50: Calcular el área de un campo circular cuyo diámetro es 9 jet1.
Problema 51: ¿Cuál es el área de un triángulo de lado 10 jet y base 4 jet?
Problema 52: ¿Cuál es el área de un triángulo truncado de 20 jet de lado, 6 jet de base y
4 jet en su ĺınea de sección? [11].
1Medida equivalente a 52,3 m.
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FIGURA ASOCIADA
MÉTODO DE SOLUCIÓN
Área de un ćırculo
Considera el área del ćırculo igual al área de un cuadrado
de lado 8 unidades. Construye un octágono a partir de
un cuadrado de 9 unidades, dividiendo los lados en 3
partes iguales, suprime los cuatro triángulos rectángulos
de las esquinas los cuales tienen área igual a 41
2
aśı el
área del octágono es 63 y asume que el área del ćırculo
es ligeramente mayor que la del octágono.
Área de un triángulo
El triángulo se toma como el formado por dos triángu-
los rectángulos iguales, con los que forma un rectángulo,
”toma la mitad de 4 para formar un rectángulo. Multi-
plica 10 veces 2 y el resultado, 20, es el área buscada”.
Área de un trapecio
Toma la semisuma de las bases, “de manera que se con-
vierta en un rectángulo” y la multiplica por 20 para
obtener el área.
Tabla 1-1.: Problemas que se encuentran en el papiro Rhind.
Una generalización del método usado por los egipcios para calcular áreas de cuadriláteros,
fue encontrada en los muros del templo de Edfu, construido en honor al dios Horus entre los
años 237 a.C. y 57 d.C. y que estuvo oculto bajo la arena hasta el año de 1860 [4] . Dicha
1.1 El número π y la cuadratura del ćırculo 3
generalización afirma que el área de un cuadrilátero es igual al producto de la semisuma de
los lados opuestos. Si se expresa en el lenguaje que actualmente usamos (figura1-1), puede
verificarse que el método descrito falla en la mayoŕıa de los casos.
Figura 1-1.: Áreas de cuadrilateros según los Egipcios
1.1. El número π y la cuadratura del ćırculo
El número π es considerado la cifra más estudiada y admirada de la historia; nombre que
fue dado en 1706 por el matemático William Jones (1675-1749). Desde el papiro de Rhind
encontramos una referencia en el problema 50 (tabla 1-1). Problema que trata del área del
ćırculo. Es de resaltar la buena aproximación que se tiene del número π, sin considerarlo
desde luego como una constante. Al comparar la fórmula conocida actualmente para el área
del ćırculo de radio r, πr2, y el área obtenida por ellos donde r = 9
2
, se tendŕıa πr2=82, con




)2 ≈ 3,16 (1-1)
muy cerca del valor real.
Desde entonces muchos matemáticos y aficionados a la matemática se dedicaron a obtener
su valor. Ahora bien, el cálculo de π está asociado al problema de la cuadratura del ćırculo,
el cual consiste en construir sólo con regla y compás una superficie cuadrada equivalente a
un ćırculo.
Aunque los griegos y la geometŕıa euclidiana en general aportaron formas de calcular áreas
y volúmenes de figuras por medio de proporciones, apoyados en el teorema de pitágoras y en
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el corolario referente a la altura (En un triángulo rectángulo la altura correspondiente a la
hipotenusa es media proporcional entre los segmentos que determina sobre ella), este método
se aplicaba tan solo para aquellas figuras limitadas por rectas. En los Elementos de Euclides,
el área del ćırculo es abordada mediante la proposición 2 en el libro XII que enuncia:
Los ćırculos son entre śı como los cuadrados de sus diámetros.
proposición en la cual está “oculto” el número π. Euclides demuestra esta proposición por
reducción al absurdo, basándose en el método de Exahución de Eudoxio (ca. 390 a. C. -
ca.337 a. C.), manifiesto en la proposición 1 del libro X de los Elementos aśı:
Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que su
mitad y de lo que queda otra mayor que su mitad y se repite el proceso continuamente,
quedará una magnitud menor que la menor de las magnitudes dadas.
Con esta proposición se aproxima al área del ćıculo por medio de poĺıgonos inscritos y cir-
cunscritos. En general, las proposiciones referentes al cálculo de áreas en los Elementos se
establecen mediante proporciones asociadas al cuadrado, de ah́ı la denominación de cuadra-
tura al referirse al problema de hallar el área de una figura plana.
En el intento por cuadrar el ćırculo, Hipócrates de Quios (aproximadamente, 470 - 410 a. C)
halló la cuadratura de las lúnulas. “Una lúnula es una figura plana limitada por dos arcos de
circunferencia de radios distintos”([3], p. 98). En la figura 1-2 la lúnula acotada por los arcos
circulares AEB y AFB tiene un área igual al área del triángulo AOB, el cual es cuadrable.
Las consideraciones de Hipócrates acerca de las lúnulas figuran en unos comentarios de
Simplicio (fl. ca. 520), en la primera mitad del siglo VI, y fueron transcripciones de la
Historia de Eudemo de Rodas, autor del siglo IV a. C. La importancia de su trabajo se
centra, en que fue el primero en cuadrar figuras delimitadas por curvas. Sin embargo su
trabajo no logró la cuadratura del ćırculo.
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Figura 1-2.: Lúnulas de Hipócrates
Otros matemáticos griegos como Antifonte (480 - 411 a. C.) y Brisón en el 450 a. C., en
un intento por cuadrar el ćırculo usaron métodos significativos que permitieron abordar el
problema y posteriormente perfeccionar sus resultados. El primero argumentó que: “inscri-
biendo un poĺıgono regular en el ćırculo, y doblando sucesivamente el número de lados, el
poĺıgono se confundirá finalmente con el ćırculo, puesto que sus lados llegarán a ser indiscer-
nibles con respecto a los arcos correspondientes” (Brunschwig, 2000, p.318), conclusión que
fue refutada por Aristóteles pues por grande que sea el número de lados, el poĺıgono nunca
llenará el ćırculo. A Brisón por su parte “se atribuye el agregado erróneo de que el área del
ćırculo estaba dada por el valor medio proporcional entre las áreas de los cuadrados inscri-
to y circunscrito; esto equivale a adoptar para π la grosera aproximación de 2
√
2=2, 828”
(Morales, L, 2002, p. 7).
Estos intentos permitieron considerar el área del ćırculo y otras figuras delimitadas por curvas
mediante la inscripción de poĺıgonos. Tal es el caso del método utilizado por Arqúımedes
(Siracusa (Sicilia), ca. 287 a. C. - ib́ıdem, ca. 212 a. C.), quien realizó cálculo de áreas con el
método de exahución de Eudoxio. En su búsqueda por la cuadratura del ćırculo Arqúımedes
obtuvo hallazgos muy importantes, muchos de ellos son los conocidos y aplicados en la
actualidad en el cálculo de áreas y volúmenes. Su trabajo lo encontramos en los libros Sobre
las espirales, Cuadratura de la parábola, Sobre la esfera y el cilindro y Sobre conoides y
esferoides.
Con respecto al área del ćırculo, Arqúımedes empezó por probar que: “El área A de un
ćırculo de radio r es igual al área de un triángulo cuya base tiene la misma longitud que la
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circunferencia C del ćırculo, y cuya altura es r ”(Aaboe, 1964, p.106).Lo anterior condiciona
el problema de encontrar el área del ćırculo a la búsqueda de la longitud de la circunfe-
rencia.Para esto, inscribió y circunscribió poĺıgonos regulares, inició con hexágonos y luego
duplicó el número de lados de forma sucesiva, hasta obtener un poĺıgono de 96 lados. Con
cada poĺıgono establećıa la razón entre el peŕımetro de este y el diámetro del ćırculo con lo





, (véanse figuras 1.1 y 1-4).
.
Figura 1-3.: Área del ćırculo por Arqúımedes- A = 1
2
rC
Figura 1-4.: Método de Exhaución
Este método se usó hasta comienzos del siglo XX.
1.1.1. La espiral de Arqúımedes
En su trabajo sobre espirales Arqúımedes define la espiral como sigue:
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Imaginemos que una ĺınea (rayo) gira con velocidad angular constante alrededor
de un extremo permaneciendo siempre en un mismo plano, y un punto que,
comenzando por el extremo fijo, se mueve a lo largo de una ĺınea con velocidad
constante; entonces el punto describirá una espiral[10].
Este trabajo toma gran importancia pues fue otra forma como Arqúımedes, se acercó al
cálculo del área del ćırculo.Demostró que una espiral como la indicada en la figura 1-5
encierra un área E igual a un tercio del área del ćırculo C cuyo radio es la longitud de OA
recorrida por el punto sobre la recta en ese primer giro ([6],p. 21).
Figura 1-5.: Espiral de Arqúımedes
1.1.2. Cuadratura del segmento parabólico
Arqúımedes logra establecer una relación para la cuadratura de esta figura con el triángulo.
Determinó que el área del segmento parabólico es igual a 4
3
del área del triángulo que encierra
(véase figura1-6). “Una medición muy llamativa, dado que la parábola es una ĺınea curva,
por lo que esto es casi como cuadrar el ćırculo”[13].
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Figura 1-6.: El área de la parábola es 4
3
la del triángulo
Por estos hallazgos es que Arqúımedes es considerado precursor del cálculo integral. En su
obra El Método, describe un método basado en el uso de los infinitesimales, idea que se
retoma casi dos mil años despuúes en los siglos XVII y XVIII. Es aśı como el astrónonomo,
matemático y f́ısico Johannes Kepler (Würtemburg, actual Alemania, 1571-Ratisbona, id.,
1630) en el siglo XVII comienza su libro con el problema de determinar el área de un ćırculo.
Margaret Baron se refiere al trabajo de Kepler: “Sobre el ćırculo dice que la circunferencia
tiene tantas partes como puntos, cada parte forma la base de un triángulo isósceles con vértice
en el centro de la circunferencia. Entonces el ćırculo está formado por infinitos triángulos
pequeños, cada uno con su base en la circunferencia y cuya altura es igual al radio del ćırculo.
Sustituyendo estos triángulos por un único triángulo con la circunferencia como base, el área
del ćırculo se puede expresar en términos de la circunferencia y el radio.”([2],p.110). Método
que en esencia es una réplica del método de Arqúımedes siglos atrás, con la diferencia que
Kepler incorpora la idea intuitiva de infinito.
1.2. El área y los infinitesimales
A principios del siglo XVII el cálculo de áreas de figuras delimitadas por curvas trae consigo
procedimientos con infinitesimales. Uno de sus principales y más influyentes precursores es
el jesuita Bonaventura Cavalieri (Milán, 1598 - Bolonia, 1647), quien en 1635 publicó su
obra ”Geometŕıa indivisibilis continuorum nova” en donde desarrolla el método exhaustivo
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de Arqúımedes y continúa el trabajo de Kepler, considerando a las figuras planas como
suma de infinitas ĺıneas paralelas equidistantes. Cavalieri plantea textualmente “La razón
entre el área de dos figuras es igual a la razón entre sus colecciones de ĺıneas, tomadas
con respecto a la misma regula”[6] (regula o listón,directriz, regla). Cavalieri considera una
ĺınea como una sucesión infinita de puntos, un plano como la unión de infinitas ĺıneas y un
sólido como infinitos planos superpuestos. Su trabajo permitió descubrir nuevas cuadraturas
y curvaturas lo que se considera como un avance desde el trabajo que realizaron los griegos.
Otros matemáticos de la época, que se apoyan en los infinitesimales para considerar el área
como una suma infinita pero no solo de ĺıneas sino de rectángulos son:
Gilles de Personne o Personier de Roberval (1602-Paŕıs, 1675). Utilizó los infinitesimales
para encontrar el área encerrada bajo un arco de cicloide (figura1-7). Estableció que
el área encerrada por un arco es 3
2
el área de la circunferencia que lo genera.
Figura 1-7.: Cicloide generada por la circunferncia de radio CQ
Evangelista Torricelli (1608-1647). Perfeccionó los métodos utilizados por Cavalieri.
Jhon Wallis (1616-1703), retomó los indivisibles de Cavalieri asignándoles valores numéri-
cos. De esta forma transformó los cálculos netamente geométricos en cálculos aritméti-
cos; es decir estableció una aritmética con los infinitesimales.
Newton ( 1642 - 1727), ya con un sistema de numeración adecuado (decimal), con-
tribuyó al desarrollo del álgebra simbólica y la geometŕıa anaĺıtica permitiendo el
tratamiento algebraico y no geométrico de las curvas. Con su invención del cálculo
diferencial e integral posibilitó el cálculo de tangentes, hallar el área bajo la curva, la
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determinación de máximos y mı́nimos de una curva cualquiera, el estudio de curvas
lineales de los griegos como: la cuadratriz de Hippias, la concoide de Nicomedes, la
cisoide de Diocles y la cicloide, el cálculo de superficies encerradas por curvas y de
volúmenes de sólidos. Profundizó en el cálculo de áreas de figuras curviĺıneas y rec-
tificación de curvas en su obra Tractatus de Quadratura Curvarum (Tratado sobre la
cuadratura de curvas). Newton daba una gran importancia a los desarrollos en serie de
potencias ya que al expresar las curvas en una forma estándar en la que los términos
eran coeficientes constantes por una potencia de la variable, le permit́ıa aplicar relacio-
nes ya conocidas para cuadraturas de curvas generadas por funciones del tipo y = xk
(k un número racional y k 6= −1) al desarrollo en serie de potencias de otras curvas.
El razonamiento de Newton en cuanto a cuadratura de curvas, en particular para la
curva y(x) que genera el área dada por la expresión A(x) = 2
3
x3 fue el siguiente:
Figura 1-8.: Newton y su método de cuadraturas.
En la figura 1-8, a partir de x toma un incremento “infinitamente pequeño” u (hoy
el equivalente a dx), de manera que el área encerrada por la región BMNC que es el
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área del incremento, es igual al área del rectángulo BDEC, es decir:
BMNC = BDEC = uv












Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene:
4
9





2v + uv2 (1-3)
Al ser u “infinitamente pequeño,” (el cual Newton toma finalmente como cero), resulta
v = y(x) (véase figura 1-8) y en la ecuación 1-3 se anulan los términos que contienen













Newton determinó que: “si se calcula y(x) para cada función algebraicaA(x), se podŕıan
determinar todos los tipos de curvas (y, x) que se pueden cuadrar” ([7],p.79). Es decir
conocida la función de área, encontrar la función que genera la curva que la delimita.
Con este proceso inverso, construyó las primeras tablas de integrales conocidas en
matemáticas.
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) consideraba una curva como un poĺıgono de
infinitos lados de longitud infinitesimal. Con el ya existente sistema de coordenadas de
René Descartes (1596 - 1650), asocia a la curva a tratar, una sucesión de puntos (x, y)
donde x son absisas y y ordenadas.
Su razonamiento sobre cuadraturas se enfocaba en considerarlo como un problema de
suma sucesiva de ordenadas, por lo cual introduce el śımbolo ((S)) (hoy el śımbolo
∫
)
visto por primera vez en uno de sus art́ıculos titulado Sobre una geometŕıa altamente
oculta y el análisis de los indivisibles e infinitos. Una descripción un poco más detallada
del método de Leibniz se muestra en el caṕıtulo 2 de este documento.
Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) Inició la fundamentación rigurosa del cálculo
infinitesimal carente hasta esa época en el cálculo de Newton y Leibniz. Hasta ese mo-
mento los infinitesimales eran evitados y generaban fallas en la solidez de sus métodos.
Al respecto cŕıticos, como George Berkeley (1685-1753), aludian a la falta de funda-
mentación lógica de ese tipo de magnitudes, generándose preguntas como: ¿existen
cantidades infinitamente pequeñas?, ¿se puede garantizar que es seguro el uso de can-
tidades infinitamente pequeñas en el cálculo?, cuestionamientos que llevan impĺıcito el
concepto de ĺımite, el cual Cauchy definió aśı:
Cuando los sucesivos valores atribuidos a una variable se aproximan indefi-
nidamente a un valor fijo, tanto que al final difieren de él tanto como uno
desea, esta última cantidad es denominada el ĺımite de todas las otras. ([6],
p.130)
Concepto con el cual los infinitésimos hasta el momento considerados cantidades cons-
tantes infinitamente pequeñas, se definen ahora como cantidades variables cuyo valor
numérico disminuye en forma indefinida y que tiene cero como ĺımite.
Con el concepto de ĺımite como punto de partida, Cauchy construye un sistema apoyado
en la aritmética de desigualdades como mecanismo en las demostraciones, donde el
cáculo de áreas ahora es visto como el ĺımite de una suma y no como una operación
inversa de la diferenciación que se resalta en el trabajo de Newton. Resultados que están
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inmersos en sus grandes estudios sobre convergencia de series. Con esto logró llevar el
análisis a una independencia de la geometŕıa. “Un detalle que llama la atención en sus
publicaciones sobre cálculo, es el de que no se utiliza ni una sola figura, ni siquiera con
fines aclaratorios”([7], p. 146).
Posterior a este trabajo, el rigor del razonamiento en cálculo fue fortaleciéndose en traba-
jos en torno a convergencia de series y el perfeccionamiento del concepto de función, y de
ĺımite. Trabajo debido esencialmente a Wilhelm Weierstrass (1815-1897) y el movimiento de
aritmetización del análisis, que requirió dar una definición rigurosa del concepto de número
real con lo cual, se “desterraron” los infinitesimales del cálculo diferencial e integral.
2. Aspectos Disciplinares
La motivación principal de este trabajo, es hallar áreas de regiones delimitadas por curvas,
lo cual conduce al desarrollo del concepto de integral. Concepto que aparece en los libros de
cálculo, posterior al concepto de derivada, pues se requiere de la derivada para trabajar la
integral desde el teorema fundamental del cálculo, es decir como antiderivada. Sin embargo,
si la integral es vista desde su motivación inicial que es determinar áreas bajo curvas, no
se requiere del concepto de derivada, pero si permite hacer una exploración más geométrica
que algoŕıtmica, que es precisamente lo que se pretende rescatar con las actividades propues-
tas. En esta sección se presentan algunas propiedades principales de curvas cuadrables ya
mencionadas en el cáṕıtulo anterior, aśı mismo la descrpción de algunos métodos como: el
de exhaución, el desarrollado por Cavalieri, la aritmetización de Wallis y la formalización
de Leibniz, métodos que ayudan a describir una secuencia en la evolución y formalización
del concepto de integral según [7]. Un famoso libro de texto como lo es el Cálculo de Tom
M. Apostol([1]) estudia la integración antes de la diferenciación y sugiere en su prólogo co-
mo este orden es pedagógicamente adecuado. Propone el estudio de la integral definiendo
en primera instancia el concepto de funciones escalonadas y su integral para extrapolarlo
luego a funciones más generales. Una de las secciones de este caṕıtulo referenciará en forma
resumida este enfoque y de esta manera se da el soporte teórico a la propuesta dada en el
caṕıtulo 4.
Las curvas presentadas en las dos primeras secciones de este caṕıtulo, son un ejemplo de
cómo el área de una figura no poligonal pudo ser determinada por métodos geométricos, sin
necesidad del concepto de integral.
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2.1. Las lúnulas de Hipócrates
Recordemos que una lúnula, es una región plana limitada por dos arcos de ćırculo con la
misma convexidad y que se cortan formando una figura de media luna. Hipócrates con-
siguió cuadrar tres tipos de lúnulas,cuya construcción y demostración de sus cuadraturas
pueden encontrarse en [14]. A continuación se muestran las lúnulas y la figura con igual
área, que a su vez es fácilmente cuadrable.
Tipo Equivalente
La lúnula AGDFA tiene la misma área del
triángulo AED.
La lúnula CBEFA tiene la misma área del
triángulo CBE.
La lúnula ACDEA tiene la misma área del
trapecio ABCD.
Tabla 2-1.: Tipos de lúnulas.
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2.2. La cuadratriz de Hipias
Hipias de Elis (c.460 a.C.),descubrió la curva llamada cuadratriz, la cual puede usarse para
cuadrar el ćırculo y cuya demostración se hace por reducción al absurdo (para ver esta de-
mostración consultar [14]). La cuadratriz de Hipias se construye de la siguiente manera. En
un cuadrado ABCD, se traza el arco de circunferencia BED con centro en A,el segmento
AE = AD rota alrededor de A desde B hasta D y simultáneamente el segmento MN se
mueve paralelamente a śı mismo desde la posición DC hasta la posición AB. De la intersec-
ción F de los dos segmentos móviles AE y MN se genera la curva llamada cuadratriz (ver
figura ). El protocolo de esta construcción en el programa Geogebra puede verse en el anexo
A.1.
Figura 2-1.:
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2.3. El método de Exhaución
En forma general el método de exhaución se describe en ([7],p.47) de la siguiente forma:
Dada una magnitud geométrica A, ya sea longitud, área o volumen, se quiere demostrar
que es equivalente a otra magnitud B conocida. Basándose en la geometŕıa de la figura
determinada por A, se construyen dos sucesiones de figuras geométricas: In monótona
creciente (inscritas en A) y Cn monótona decreciente ( circunscritas a A ) tales que
para todo n ∈ N:
In < A < Cn. (2-2)
Posteriormente se demuestra de 2-2 que la diferencia Cn − In se hace muy pequeña para
valores de n suficientemente grandes; esto en el lenguaje actual se expresa:
Para todo ε > 0 existe N tal que para todo n > N,Cn − In < ε y para todo n,
In < B < Cn
1.
De donde se demuestra por contradicción que las magnitudes A y B son iguales (veáse [17],
p.263).
Este es el método que usó Arqúımedes y con el cuál obtuvo una aproximación del número
π. Comenzó inscribiendo y circunscribiendo hexágonos regulares y luego los fue duplicando




< π < 31
7
.
Que se encuentra enunciada en la proposición 3 de su tratado Medida del ćırculo.
2.4. El método de Cavalieri y los indivisibles
Cavalieri considera el área de una figura dada F = ABC limitada por la curva ABC y la
recta AB, como la colección de segmentos que partiendo de la posición AB se desplazan
1Famosa definición de ĺımite dada por Weierstrass que evita el uso de infinitesimales.
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uniforme y paralelamente a AB y cuyos extremos se encuentran en la curva ABC (figura
2-2). Denominó “regula” al segmento AB y al conjunto de segmentos paralelos a AB cuyos
extremos se encuentran determinados por la curva F los denominó “todas las ĺıneas de la
figura dada”que en ocasiones llamó “los indivisibles de la figura dada”.
Figura 2-2.:
Cavalieri estableció entonces comparaciones entre el área de dos figuras planas F y G, com-
parando sus correspondientes colecciones de segmentos que las componen. En términos ma-
temáticos actuales, si se nombra por OF (l) a la colección de segmentos que forman la figura







El método de Cavalieri fue criticado porque no fundamentó los indivisibles en los cuales
basó sus métodos geométricos de demostración y su poca generalidad de uso, por otra parte
contradećıa la conceptos f́ısicos de continuidad (véase [15]) dados por Aristóteles (384 a. C.
– 322 a. C.), al afirmar que una figura estaba hecha de indivisibles y que estos indivisibles
eran segmentos, ya que según esta teoŕıa es posible dividir en partes del mismo tipo que
la magnitud original, siendo estas partes de nuevo divisibles indefinidamente. Sin embargo
Cavalieri permitió descubrir nuevas cuadraturas y curvaturas con lo que otros matemáticos
perfeccionaron sus métodos.
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2.5. El método de aritmetización de Wallis
El trabajo y análisis de Wallis permite encontrar la generalidad para el área de áreas bajo
curvas de la forma y = xk con k un número natural. Además da una idea de como se obtiene






Inicia considerando la región encerrada por cada curva como la unión de infinitos rectángulos
cuya base es constante pero tan pequeña que los rectángulos podŕıan verse como segmentos
la figura ilustra esta situación.
Figura 2-3.:
Para encontrar el área bajo estas curvas consideró razones de la forma
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(0k + 1k + 2k + ...+ nk)(∆x)k
(nk + nk + nk + ...+ nk)(∆x)k
(2-5)
Factorizando el denominador se tiene:
0k + 1k + 2k + ...+ nk
(n+ 1)nk
(2-6)
En 2-5, el numerador corresponde a la altura de cada uno de los rectángulos que conforman
el área sombreada, mientras que el denominador corresponde al área del rectángulo que la
encierra.Teniendo en cuenta que n+1 corresponde al número de partes iguales en que ha sido
dividido el intervalo [0, a] y cada una de esas minúsculas partes tiene longitud ∆x. Wallis
encontró que la razón cuando se mantiene k fijo y se incrementa el valor de n es constante.
Por ejemplo para k = 1 y k = 2 encontró:
1 + 2
2 + 2 + 2
=
1 + 2 + 3
3 + 3 + 3 + 3
=
1 + 2 + 3 + 4


















































Lo anterior, se justifica dado que, por un lado el numerador de 2-11 es la suma de los n
primeros números naturales, la cual puede expresarse como n(n+1)
2
y de otro lado el numerador
de 2-12 es la suma de los n primeros cuadrados de números naturales, que tiene como fórmula
general n(n+1)(2n+1)
6
. En forma análoga para k = 3 determinó que:












Con los resultados obtenidos en 2-11, 2-12, 2-13 y haciendo un análisis con respecto al valor


















Wallis extendió el dominio de valores de k para valores racionales diferntes de −1 llegando












2.6. La formalización de Leibniz
Uno de los objetivos que orientaron el trabajo de Leibniz era la construcción de un lenguaje
simbólico con el que pudiese expresar sus procesos de argumentación y razonamiento. Dentro
de los trabajos principales que orientaron sus aportes al cálculo, es el desarrollado en torno
a las propiedades de las sucesiones de diferencias. Una de esas propiedades se describe a
continuación:
Partiendo de que an − an = 0 para todo n, se tiene:
a1 − a1 + a2 − a2 + a3 − a3 + a4 + ...+ an − an = 0
Asociando términos:
a1 − (a1 − a2)− (a2 − a3)− (a3 − a4)− ...− (an−1 − an)− an = 0
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Haciendo
b1 = a1 − a2, b2 = a2 − a3, b3 = a3 − a4, ... ,bn−1 = an−1 − an
Reeemplazado
a1 − b1 − b2 − b3 − ...− bn−1 − an = 0
Aśı:
b1 + b2 + b3 + ...+ bn−1 = an − a1 (2-17)
De donde, la suma de las diferencias de una serie de números es igual a la diferencia del primer
y el último término.En la figura 2-4 se representa una sucesión de ordenadas equidistantes
que al ser sumadas dan una aproximación del área bajo la curva, y la diferencia entre dos
ordenadas sucesivas da aproximadamente la pendiente de la correspondiente tangente. Si la
distancia entre las absisas es cada vez más pequeña, mejor es la aproximación. Leibniz dedujo
de esto que si esta distancia pudiera ser tomada infinitamente pequeña, estas aproximaciones
se haŕıan exactas. De la reciprocidad de las operaciones de tomar sumas y diferencias, sacó la
conclusión de que las determinaciones de áreas y de tangentes eran también operaciones
inversas una de la otra [7].
2.7 La integral y la espiral de Arqúımedes 23
Figura 2-4.:
De este hecho se deriva lo que hoy conocemos como teorema fundamental del cálculo.
Teorema 1. Sea f una función cont́ınua (y por lo tanto integrable) en [a, c] y sea F una
antiderivada cualquiera de f en él. Entonces,
∫ c
a
f(x) dx = F (c)− F (a) (2-18)
2.7. La integral y la espiral de Arqúımedes
Esta curva descrita en el caṕıtulo anterior, en coordenadas polares tiene la ecuación r = aθ,
donde a representa la velocidad de giro del punto A ubicado sobre la semirecta OB que gira
a velocidad angular también constante y r es la distancia al origen para un ángulo θ. Para
calcular el área encerrada en la primera vuelta (0 ≤ θ ≤ 2π) de la espiral mediante integrales
se considera como una partición en sectores circulares (veáse figura 2-5 ).
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Figura 2-5.:
En general el área de un sector circular está dada por θr
2
2
. Considerando a = 1 se tiene que













que Arqúımedes expresaŕıa como: “El área de la primera vuelta de la espiral es igual a un
tercio del ćırculo cuyo radio es la longitud recorrida [2π] por el punto [A] sobre la recta [OB]
durante ese primer giro” [6].
2.8. Fundamentos Teóricos de la integral
Esta sección presenta en forma general algunas nociones necesarias para entender el concepto
de integral, tomando como fuente principal el texto de Apostol (1988), pues además de ser
un libro con rigurosidad teórica, presenta la integral antes que la derivada, que es el orden
histórico del desarrollo del cálculo.
Uno de los principales conceptos que definen la integral es el concepto de función:
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Una función f es un conjunto de pares ordenados (x, y) ninguno de los cuales
tiene el mismo primer elemento.
Este concepto permite introducir el concepto de área, pues el área es vista como una función
que asocia un número a una colecciónM de conjuntos del plano medibles, es decir que puede
asignarseles área. La definición de área es entonces:
Supongamos que existe una clase M de conjuntos del plano medibles y una fun-
ción de conjunto a, cuyo dominio es M, con las propiedades siguientes:
1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S deM se tiene a(S) ≥ 0.
2. Propiedad aditiva. Si S y T pertenecen aM, también pertenecen aM, S∪T
y S ∩ T , y se tiene
a(S ∪ T ) = a(S) + a(T )− a(S ∩ T ).
3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen aM siendo S ⊆ T , entonces
T − S está en M, y se tiene a(T − S) = a(T )− a(S)
4. Invariancia por congruencia. Si un conjunto S a M y T es congruente a S,
también T pertenece a M y tenemos a(S) = a(T ).
5. Elección de escala. Todo rectángulo R pertence aM. Si los lados de R tienen
longitudes h y k, entoces a(R) = hk.
6. Propiedad de exhaución. Sea Q un conjunto que puede encerrarse entre dos
regiones S y T , de modo que
S ⊆ Q ⊆ T. (2-20)
Si existe uno y sólo un número c que satisface las desigualdades
a(S) ≤ c ≤ a(T )
Para todas las regiones escalonadas que satisfagan 2-20, entonces Q es me-
dible y a(Q) = c.
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La definición anterior considera el área de una región como la suma de las áreas de sus
particiones.
Las funciones escalonadas, que permitirán aproximar una curva por medio de estas funciones.
Una función s cuyo dominio es el intervalo cerrado [a, b] se dice que es una
función escalonada, si esiste una partición P = x0, x1, ..., xn de [a, b] tal que s es
constante en cada subintervalo abierto de P. Es decir, para todo k = 1, 2, ..., n
existe un número real sk tal que:
s(x) = sk si xk−1 < x < xk.
La partición de una región delimitada por curvas en rectángulos inscritos y circunscritos se
apoya en la siguiente definición para la integral de una función escalonada.





k=1 ·(xk − xk−1).
Esto permite determinar la integral de funciones acotadas más generales a partir de funciones
escalonadas aśı:
Sea f una función definida y acotada en [a, b]. Sean s y t dos funciones escalo-
nadas arbitrarias definidas en [a, b] tales que
s(x) ≤ f(x) ≤ t(x) (2-21)
para cada x en [a, b]. Si existe un número I, y solo uno, tal que
∫ b
a
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para cada par de funciones escalonadas s y t que verifican las (2-21), entonces




f(x)dx. Cuando I existe se dice que f es integrable en [a, b].
Lo anterior fundamenta con rigurosidad las construcciones geométicas en torno al área de
una superficie delimitada por curvas en el plano.
2.9. Teorema Fundamental del Cálculo
Paralelamente a los problemas de área se estudiaron problemas de valor inicial y de la tan-
gente a una curva determinada, los cuáles en el siglo XVII llamaron mucho la atención de los
matemáticos. Una de las grandes hazañas cient́ıficas de todos los tiempos, es precisamente el
significativo v́ınculo entre las dos teoŕıas que dieron respuesta a los problemas anteriormente
mencionados, estas son el Cálculo diferencial e integral que simultáneamente constitúıan
un solo elemento llamado “cálculo infinitesimal”.
Uno de los primeros matemáticos que descubrió que el cálculo de áreas y de tangentes, ideas
en apariencia sin conexión, estaban ı́ntimamente ligadas fue el maestro de Newton, Isaac
Barrow (1630-1677) ([1],p.192) quien relacionó el problema inverso de la tangente, es decir
el de encontrar la curva a partir de sus propiedades tangenciales, con el problema del área.
Barrow en su libro Lectiones Geometricae publicó varios teoremas semejantes al teorema
fundamental del cálculo, como el siguiente:
Si se traza una curva de modo que la razón de su ordenada a su subtangente es
proporcional a la ordenada de una segunda curva, entonces el área bajo la segunda
curva es proporcional a la ordenada de la primera [19].
La subtangente hace referencia al segmento de recta entre el punto A donde la recta tangente
al punto P de coordenadas (x, y) de la curva dada corta al eje x y el punto (x, 0), (figura
2-6).
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Figura 2-6.:
Con ayuda del lenguaje usado actualmente, el razonamiento de Barrow en cuanto al teorema
fundamental del cálculo, puede interpretarse de la siguiente manera:
Sean ZGE puntos de la curva y = f(x), se construye una nueva curva g(x), la cual contiene
los puntos AIF y tal que Rg(x) es siempre igual al área limitada por f(x), el eje x, un punto
fijo y el punto variable x.(Figura 2-7). Barrow probó que la recta TF se encuentra fuera de





Demostración 1. Sea un punto K de la recta TF , y el segmento KL el cual es paralelo a








por 2-23. Despejando FL en 2-24, se obtiene
FL = LK ·DE. (2-25)
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Por otra parte sean u y w igual al área de APGZ y ADEZ respectivamente, aśı:




Por lo tanto de 2-25 y 2-26
LK < PD = IL LK < IL. (2-27)
Figura 2-7.:
De esta manera se muestra que cada punto K de la recta TF está por debajo de la curva
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g(x), excepto el punto F . Lo cual significa que TF es la tangente de la curva g(x) en el
punto F .(Más detalles en [8],p.500 y [9]).
Barrow pensaba en las curvas como las generadas por un punto en movimiento. Demostró que
la pendiente de la recta tangente a un punto P de la curva aśı generada, corresponde a la
velocidad con que se mueve el punto en P . Al parecer él reconoció el carácter inverso de los
problemas relativos a tangentes y cuadraturas, pero nunca lo usó para calcular áreas ([8]).
Barrow sab́ıa que Newton estaba trabajando simultáneamente en los mismos problemas, y lo
animó a publicar sus propios resultados ([3]). Es aśı como Newton motivado por interrogantes
como: ¿cuál es la velocidad de un objeto en un determinado punto de su trayectoria conocido
el espacio recorrido en cada momento? o ¿cómo hallar la distancia recorrida conocida la
velocidad en cada momento?, consideró las variables como cantidades f́ısicas que cambian
su valor con el tiempo, llamó fluente a una cantidad en movimiento y fluxión a la razón
de cambio entre el desplazamiento y el tiempo lo que ahora se denomina velocidad o en
término más generales derivada de una función. A través del método de las fluxiones, Newton
permitió la solución de problemas tan dif́ıciles como encontrar la longitud de arco de una
curva. Él demostró que era posible encontrar un número infinito de curvas cuya longitud
pod́ıa expresarse en términos finitos [19].
Por otro lado, en 1686 Leibniz publicó en las Acta Eruditorum, una exposición del cálculo
integral en la que se muestra que las cuadraturas son un caso especial del método inverso
del de las tangentes ([3],p.507). Leibniz se destacó por ser pionero en la lógica simbólica
introdujo la notación dx y dy (usada actualmente) para simbolizar la diferencia entre dos
valores infinitamente próximos de x y y respectivamente. En este sentido dx era un número
infinitesimal, diferente de cero, pero tan pequeño que ninguno de sus múltiplos pod́ıa exceder
cualquier número ordinario. Como ya se mencionó en la sección 2.6 Leibniz consideró el área
bajo una curva f(x) como la suma de las áreas de rectángulos “infinitamente delgados”,
es decir con base infinitesimal dx y altura y = f(x). Haciendo la diferencia entre el área
hasta el punto x+ dx y el área hasta el punto x resulta una diferencia infinitesimal en área
correspondiente a dA = f(x)dx y el área total seŕıa precisamente la suma de estas diferencias
infinitesimales en área. Con la notación de Leibniz, el teorema de Barrow indica que el área
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La cual es equivalente a la ecuación
dA = f(x)dx (2-29)
Esta equivalencia aunque carente de rigor con respecto a la fundamentación de los infinite-
simales, fue el punto de partida para que ya con una teoŕıa sobre continuidad, y desde luego
el concepto de ĺımite, se generalizara el trabajo con variables a las cuales se refeŕıan New-
ton y Leibniz. Aún con los problemas ya mencionados en cuanto al fundamento, el cálculo
obtuvo una cantidad de triunfos y resultados. Gracias al interés por continuar el legado de
sus precursores disćıpulos de ellos, en especial de Leibniz, como Johann Bernoulli (1667 -
1748) y en general gran parte de su familia se interesaron por el nuevo cálculo, resolviendo a
través de ecuaciones diferenciales, es decir ecuaciones en las que intervienen las diferenciales,
la rectificación de curvas tales como cicloides, espirales logaŕıtmicas, la catenaria, la tractriz,
el problema de la cadena oscilante, la braquistócrona (ver tabla 2-2) aśı como las formas de
las velas hinchadas por el viento [7]. De esta manera muchos fenómenos f́ısicos adquirieron
propiedades mesurables, cuyas relaciones pod́ıan describirse a partir de ecuaciones diferen-
ciales. Por ejemplo, problemas que implicaban calor, fluidez, mecánica celeste, elasticidad,
luz, electricidad y magnetismo, entre muchos otros hicieron que a este nivel la f́ısica y el
cálculo se comprometieran para siempre.
La tabla 2-2, describe algunos problemas famosos que fueron resueltos gracias al uso de
los métodos proporcionados por el cálculo diferencial e integral, que a su vez, permitieron
encontrar su solución de una manera mucho más directa.
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Gráfica Nombre y problema asociado
Catenaria: ¿Cuál es la ecuación de la curva
que forma una cadena, suspendida por dos de







1 + ( dy
dx
)2 y su solución y = a cosh(x
a
).
Tractriz: ¿Cuál es la ecuación de la curva que des-
cribe el movimiento de un objeto que es arrastra-
do sobre un plano horizontal mediante una cuerda
de longitud constante, cuando el extremo libre de
la cuerda se mueve a lo largo de una ĺınea recta





que se soluciona con el cambio de variable y =
arc cos(t).
Braquistócrona: ¿Cuál es la ecuación de la cur-
va de tiempo mı́nimo en que una part́ıcula cae
deslizándose a lo largo de ella de un punto a





Tabla 2-2.: Algunos problemas resueltos por aplicación del cálculo diferencial e integral.
Con el fin de observar y entender cómo aplicaron los nuevos métodos, se centrará especial
atención en la catenaria, curva que por śı sola tiene su historia pues hab́ıa sido considerada
en el siglo XV por Leonardo da Vinci (1452 - 1519) y posteriormente por Galileo (1564 -
1642) quien publicó que esta curva era una parábola. Pero Christiaan Huygens (1629 - 1695)
afirmó que ese resultado no era correcto, él las diferenció afirmando que en la parábola,
la cuerda o cadena tiene una proyección horizontal de carga uniforme, mientras que en la
catenaria la carga está uniformemente repartida a lo largo del cable, es decir cada porción
de cable recibe el mismo esfuerzo.
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Un breve resumen de la solución dada por Johan Bernoulli (presentada en [7]) muestra cómo
se aplicaban los nuevos métodos. En la figura 2-8 se considera la sección de curva AB del
punto más bajo B al punto A(x, y). Las fuerzas que actúan sobre la cadena son F0 y F1,
aplicadas en B y en A para mantener el arco AB de la cadena en su posición de equilibrio
y que son necesarias para mantener en equilibrio el peso P del arco AB, concentrado en el
punto E y suspendido de las dos cuerdas sin masa AE y BE que son tangentes a la curva
en A y en B respectivamente. El peso P puede tomarse igual a la longitud s de la cadena
desde A hasta B (cadena de densidad uniforme), F0 = a es una constante y entonces por la
ley de composición de fuerzas











Que es la ecuación diferencial de la curva dada por Bernouuli, aunque su solución no es
inmediata puesto que x y y aparecen impĺıcitamente en la longitud del arco s.







Posteriormente hace la sustitución de x por x+a, necesaria para trasladar el origen a B. De






En 1690 Bernoulli no dispońıa aún de la forma anaĺıtica de la función logaŕıtmica , en lugar
de esto da interpretaciones geométricas de la integral, es decir en términos de cuadraturas
de curvas llegando a la conclusión de que la integral corresponde al área bajo una cierta
hipérbola. Demostrando aśı que la forma de la catenaria “depende de la cuadratura de la
hipérbola” y de esta manera el problema quedaba resuelto ([7],p.111).
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1 + ( dy
dx
)2 y su solución
y = a cosh(x
a
). A continuación se muestran algunos detalles que permiten llegar a la ecuación
mencionada.









puesto que s es función de x. Por otra parte ds =
√





















Los problemas presentados en 2-2 se resolvieron pese a que aún el cálculo carećıa de riguro-
sidad teórica. En este aspecto, matemáticos como Leonhard Euler (1707 - 1783) Cauchy y
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Weirstrass principalmente, formalizaron el cálculo a partir de la definición de número real y
el concepto riguroso de ĺımite, unificando aśı el cálculo con la teoŕıa general de las funciones
y la teoŕıa de convergencia para series.
Con estas modificaciones, sin perder desde luego su esencia, hoy la relación inversa entre
diferenciación e integración se conoce aśı (véase [1]):
Teorema 2. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. Sea f una función
integrable en [a, x] para cada x de [a, b]. Sea c tal que a ≤ c ≤ b y definamos una nueva





si a ≤ x ≤ b . Existe entonces la derivada A′(x) en cada punto de x del intervalo abierto
(a, b) en el que f es continua, y tal que
A′ = f(x). (2-37)
Teorema que garantiza construir una primitiva (antiderivada) de una función continua por
integración. Cuando se combina esto con el hecho de que dos primitivas de la misma función
difieren tan solo en una constante, se obtiene el segundo teorema fundamental del cálculo.
Teorema 3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. Supongamos f
continua en un intervalo abierto I, y sea P una primitiva cualquiera de f en I. Entonces,
para cada c y cada x en I, tenemos




La importancia de este teorema radica en que poniendo la ecuación 2-38 en la forma∫ x
c
f(t) dt = P (x)− P (c) (2-39)
se puede calcular el valor de una integral definida mediante una simple substracción si co-
nocemos una primitiva P .
Sin duda, el cálculo infinitesimal con todos sus componentes como lo son las sucesiones
y series, la geometŕıa anaĺıtica y desde luego, el cálculo diferencial e integral, permite la
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solución de ecuaciones diferenciales que a su vez modelan muchos fenómenos dinámicos de
la naturaleza, es esta tal vez la razón por la cual el cálculo a este nivel ocupa un puesto
decisivo en la historia de la ciencia.
Como se mencionó al iniciar este caṕıtulo, este trabajo hace énfasis en uno de los problemas
motivadores en la historia del cálculo infinitesimal; el problema de hallar áreas delimitadas
por curvas, esto sin el uso de la derivada. Lo anterior con el fin de resaltar el carácter
geométrico impĺıcito en el cálculo y la necesidad de la existencia de los infinitesimales.
3. Reflexiones didácticas
Desde la experiencia como docente de educación media, surge el interés por orientar la
enseñanza del cálculo desde una perspectiva más geométrica a fin de rescatar su origen y el
tipo de problemas que llegó a solucionar. Lo anterior, dadas las dificultades que evidencian
los estudiantes en los cursos de cálculo en el grado once y desde luego, el alto ı́ndice de
reprobación por parte de los estudiantes de los cursos de cálculo de los programas de pregrado.
Gran parte de las investigaciones en torno a estas dificultades coinciden que el problema
está en la comprensión y manejo de los conceptos de ĺımite, diferenciación e integración
(véase, [16]) ya que, por un lado, la enseñanza del cálculo en la escuela y la universidad se
concentra en habilidades de proceso en lugar de la comprensión conceptual, y por el otro los
conceptos de las matemáticas avanzadas tienen una complejidad intŕınseca, que no pueden
entenderse sin una sólida comprensión de los conceptos básicos previos [16].
Estudios en torno al concepto de integral que se da en la secundaria, revelan que si se quiere
enseñar la integral definida de una función, es importante conocer el punto de partida de los
estudiantes (Rasslan y Vinner, 1997), al tener claridad sobre sus preconceptos de modo que
dentro de las actividades dadas, sean alentados a expresar sus ideas y les ayuden a construir
un concepto más profundo.
En los estándares básicos de competencias en matemáticas dados por el Ministerio de Edu-
cación Nacional [12], el “pensamiento métrico y sistemas de medidas”, plantea que en el ciclo
5 un estudiante debe:Justificar sus resultados obtenidos mediante procesos de aproximación
sucesiva, rangos de variación y ĺımites en situaciones de medición, competencia que se pue-
de asociar al concepto de integral. Cabe anotar que respecto al cálculo no hay estándares
espećıficos para la integral, pero dentro del marco teórico de los estándares se menciona
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la importancia del desarrollo de diferentes técnicas de cálculo y estimación. El documento
expone que dichos planteamientos se enriquecen si, además, se propone trabajar con las mag-
nitudes, las cantidades y sus medidas como base para dar significado y comprender mejor
los procesos generales relativos al pensamiento numérico y para ligarlo con el pensamiento
métrico.
Todo lo anterior brindó elementos para el planteamiento de las actividades propuestas en
este trabajo, las cuales buscan dar una alternativa en la enseñanza de la integral definida en
sus conceptos básicos, para cambiar un poco el esquema que generalmente se usa al enseñar
integrales; es decir aquel en el cual, damos algunos procedimientos para calcular integrales
con los llamados métodos de integración, luego se hacen ejercicios repetitivos y por último
aplicaciones que el estudiante a este nivel no logra interpretar.
Hay dos maneras de aproximarse al concepto de integral; como antiderivada y como el
ĺımite de una suma de áreas de rectángulos que recubren el área bajo una curva. En el
siguiente caṕıtulo se muestran diversas actividades enfocadas a la representación gráfica
y a entender la necesidad del concepto de integral en el cálculo de áreas delimitadas por
curvas. Una buena estrategia es usar los recursos que nos proporciona la historia, donde
la representación geométrica es fundamental. Vega Reñón (1999) afirma que: “el papel que
corresponde a una representación es más bien hacer ver tanto el proceso de obtención como
el resultado obtenido”[18].
En la actualidad el uso de las TIC (Tecnoloǵıas de la Información y la comunicación) se ha
convertido en una poderosa herramienta en la enseñanza, que mediante un uso correctamen-
te orientado apoya la comprensión visualmente. En la internet podemos encontrar variedad
de software con diferentes fines educativos. Particularmente en geometŕıa programas como
Geogebra pueden ser descargados en forma gratuita. Este programa trae incorporado co-
mandos que calculan y grafican el área bajo una curva mediante rectángulos o trapecios
inscritos y circunscritos, lo cual le permite al estudiante observar y conjeturar respecto al
concepto de integral visto como el área bajo una curva. En los anexos de este trabajo se
presentan estos comandos mediante un ejemplo para ser luego modificados de acuerdo a
nuestro interés en la clase.
4. Propuesta Didáctica
Este caṕıtulo contiene actividades orientadas a la aproximación del área de cualquier figu-
ra plana, haciendo énfasis en aquellas delimitadas por curvas. Se proponen actividades que
permiten al estudiante redescubrir la noción de integral en matemáticas, usando métodos
que aporta la historia. Con lo anterior se pretende rescatar su evolución y poner en prácti-
ca el principio general de aprendizaje activo, el cual “persigue transmitir en lo posible de
una manera sistemática los procesos de pensamiento eficases en la resolución de verdaderos
problemas”[5]. Con esta estrategia los estudiantes podrán hacer una reflexión de sus resul-
tados y el docente dispondrá de múltiples estrategias en la ejecución de las actividades. En
la introducción de este trabajo se han expuesto algunas dificultades que evidencian los estu-
diantes cuando se intenta presentar el tema de integración, más aún si se tiene en cuenta que
se hace bajo procesos rutinarios de enseñanza, es decir, solo tomando la integración como el
proceso inverso a la derivación, por eso comenzaré las actividades con unos refuerzos de los
conceptos previos requeridos para el desarrollo adecuado del concepto de integral.
Dado que la propuesta está dirigida a estudiantes de grado once, requiere de algunos con-
ceptos básicos en geometŕıa tales como: el reconocimiento de figuras planas, longitud, área,
congruencia, semejanza, entre otros, que les permitirán desarrollar las actividades cuyo ob-
jetivo general es comprender la noción preliminar de la integral.
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4.1. Teselados
4.1.1. Objetivo
Esta primera actividad, tiene como objetivo determinar la figura geométrica que permite
teselar la mayor superficie en una figura de la cual se desconoce el área y aproximarla
tanto por exceso como por defecto. Se proponen poĺıgonos regulares (triángulo, cuadrado
y hexágono), un rectángulo y un ćıculo, todos con la misma área. Para esto debe indicarse
desde luego el concepto de teselado: recubrimeto de una porción del plano con figuras sin
que éstas se superpongan ni queden espacios entre ellas.
Con algunas preguntas, se busca intuir ideas como: “tan pequeño” y “muchos”. Al finalizar
la actividad el estudiante comprenderá por qué el rectángulo es la mejor opción para cubrir
una superficie y determinar su área.
4.1.2. Actividad
1. Recorta y replica cada una de las siguientes figuras:
Antes de iniciar responde:
a. ¿Qué figuras de las presentadas permiten hacer una teselación?. ¿Cuál no?
b. ¿Con cuál de estas figuras se obtendŕıa un mejor recubrimiento?
c. ¿Con qué figuras no se obtendŕıa un buen recubrimiento?
2. Con cada colección de figuras cubre mediante teselación, la mayor superficie sin que
sobrepase la figura (presentada en el anexo A.4).
3. En cada teselación determina el área de la superficie que lograste cubrir. A estos valores
los llamaras área por defecto de la figura dada.
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4. Continúa teselando ahora hasta obtener el menor recubrimiento que contenga toda
la superficie (A.4).Igualmente determina el área de las superficies que “taparon” la
figura. Estos valores son el área por exceso de la figura dada.
5. Relaciona los valores obtenidos tanto por exceso como por defecto con el área exacta
A de la figura teselada. Esta información la podrás organizar en la siguiente tabla:







a. ¿Qué figura te permitió obtener una mejor aproximación para A?
b. ¿Qué modificaciones haŕıas a la figura con el fin de poder aproximarte cada vez más
al valor de A ?
c. ¿Qué efectos traen esas modificaciones al momento de ejectuar los cálculos requeri-
dos en la tabla?
d. Entre las figuras propuestas para teselar ¿cuál consideras la más práctica al mo-
mento de hallar su área?
7. Socializa tus respuestas y saca conclusiones con tu grupo.
4.2. Medida de áreas con papel cuadriculado
4.2.1. Objetivo
En la práctica, es usual medir áreas de figuras irregulares no poligonales. Esta actividad
pretende mostrar una estrategia que permite hallar una aproximación de esta medida usando
papel cuadriculado.
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4.2.2. Actividad
Recorta una curva cerrada no poligonal como la mostrada en la figura:
1. Calca la figura sobre una cuadŕıcula, la cuadŕıcula del cuaderno por ejemplo y cuenta
los cuadrados completos que encierra la figura.
2. Ahora responde: ¿De qué manera podŕıas mejorar la precisión en la medida?
3. Repite el procedimiento,ahora usando papel milimetrado. Cuenta primero los cuadra-
dos de 5× 5mm y finalmente mm2 en las zonas de los bordes.
4. Saca conclusiones respecto a la cantidad de cuadrados contenidos en la figura en los
dos casos y su tamaño, estableciendo relaciones entre estos.¿Qué dificultades tendŕıa
este método y cómo solucionarlo?
4.3. Área del ćırculo por el método de Arqúımedes
4.3.1. Objetivo
Arqúımedes aproximó con cierta precisión el valor numérico de π por medio de aproximacio-
nes de poĺıgonos regulares inscritos y circunscritos duplicando cada vez el número de lados.
El objetivo de esta actividad es rehacer una construcción que sirvió para encontrar la fórmula
actualmente conocida para el área del ćırculo y por tanto una aproximación al número π.
4.3 Área del ćırculo por el método de Arqúımedes 43
4.3.2. Actividad
1. Empieza por construir una circunferencia de un radio conocido.
2. Usando el transportador,divide la circunferencia en seis partes iguales, une estos puntos
para obtener un hexágono inscrito en la circunferencia.
3. Halla el lado del hexágono recurriendo a los métodos de solución de triángulos.
4. Con el mismo procedimiento duplica el número de lados y construye un dodecágono.
Halla el lado de este poĺıgono regular.
5. Considera la figura donde AB es un diámetro,BD es el lado del hexágono y BC es el
lado del dodecágono.
Figura 4-1.: Relación entre lados de poĺıgonos inscritos
6. Justifica las siguientes afirmaciones recurriendo a tus conocimientos sobre relaciones
entre triángulos:






























7. Con la relación encontrada y siendo Ln el lado del poĺıgono de n lados, completa la
siguiente tabla:
L6 L12 L24 L48 L96 48 · L96
Un proceso análogo se realiza para determinar la relación entre los lados de los poĺıgonos
circunscritos, el cuál te permitirá establecer una cota superior para el número π
4.4. Trabajo de investigación
4.4.1. Objetivo
En esta actividad el estudiante deberá realizar un trabajo de consulta y observación en
almacenes distribuidores de pisos. Orientados por las algunas preguntas cuyas respuestas y
experiencias deberán socializar en clase.
4.4.2. Actividad
1. El objetivo es cubrir el piso de la piscina cuya imagen a escala se muestra en 4-2 , de
manera que se optimice la mayor cantidad de baldosas.
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Figura 4-2.:
2. ¿Qué datos debes llevar al almacén?
3. ¿Qué formas en las baldosas predominan en el mercado?
4. ¿Qué formas no encontraste?
5. ¿Qué otras caracteŕısticas observaste?
6. ¿Qué sugerencias obtuviste por parte de los asesores del almacén para la ejecución de
tu proyecto?
7. ¿Qué datos adicionales fueron necesarios?
8. Finalmente ¿Cuál es la opción que mejor aporta al objetivo del proyecto?
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4.5. Aproximando el área de las regiones bajo funciones
polinómicas
4.5.1. Objetivo
Esta actividad busca encontrar la generalización para calcular el área A, comprendida bajo
una curva del tipo f(x) = xk con k = 1, 2, 3, ... y por arriba del intervalo [0, a] siendo a un
número natural. Para esto se retoman métodos numéricos como los planteados por Wallis,
recogiendo los resultados de las series mostradas en la sección 2.5. Se recomienda para esta
actividad siempre trabajar con expresiones racionales, en particular al momento
de calcular la base y la altura de cada rectángulo inscrito o circunscrito.
4.5.2. Actividad
Grafica la función f(x) = x2 en el intervalo [0, 6], divide el intervalo en 3 partes iguales
y traza los rectángulos inscritos (figura 4-3),es decir tomando como altura la imagen del
extremo inferior de cada división bajo la función f(x).
1. ¿Cómo se determina la base y la altura de cada rectángulo?
2. ¿Cuántos rectángulos se obtienen?
3. ¿Cuál es la expresión que permite determinar el área de cada rectángulo?
4. ¿Cuál es el valor para A dada por esta estimación?
5. ¿Cómo podŕıa aproximarse más al valor de A?
6. Dibuja sobre la gráfica anterior el rectángulo de menor altura que encierra los inscritos
bajo la curva, el cual denominaremos rectángulo circunscrito.
a. ¿Cuál debe ser la base y la altura de este rectángulo?
b. Si llamamos R al área de este rectángulo, ¿cuál es su valor?
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7. Repite el procedimiento anterior para 4,5 y 6 particiones del intervalo, obteniendo la











8. Observando los resultados en la tabla,
a. ¿Qué puede afirmarse con respecto a la razón A
R
?
Si el valor de n aumenta cada vez más,
b. ¿Qué ocurre con el valor estimado de A?
c. ¿Cuál es la tendencia del valor R?
d. ¿Qué ocurre con el valor de A
R
?
e. ¿Puedes dar una generalidad para determinar el valor de A dado un número n de
rectángulos?.
f. ¿Qué pude afirmarse con respecto al área bajo la curva y al rectángulo que la en-
cierra?
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Figura 4-3.:
De la misma manera, encuentra una generalidad para el valor de A, ahora bajo la curva gene-
rada por la función f(x) = x3, para verificar que el área bajo esta curva es aproximadamente
1
4
del rectágulo que la encierra.
4.6. Las sucesiones de diferencias de Leibniz
4.6.1. Objetivo
Los primeros resultados obtenidos por Leibniz, fueron obtenidos por series de diferencias,
que jugaron un papel fundamental en su pensamiento matemático. Desarrollando algunas
propiedades fundamentales de las series numéricas. Esta actividad pretende llegar mediante
inducción matemática a una de sus principales propiedades en cuanto a las series.
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4.6.2. Actividad
1. Escribe los diez primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones; dado n ∈
N:





Obteniendo aśı los términos a1, a2, a3, ..., a10 en cada una de ellas. A partir de estos
términos construye la sucesión bn = |a1 − a2|, |a2 − a3|, |a3 − a4|, ..., |a9 − a10| de las
diferencias.
2. Suma los términos de cada sucesión bn
3. Compara estos resultados con la diferencia entre a10 y a1 en cada caso.
4. ¿Qué puedes concluir?
5. Conclusiones y trabajo futuro
5.1. Conclusiones
Hallar áreas delimitadas por curvas es una situación más cotidiana de lo que se presenta en
el aula y acercarse a las fŕıas fórmulas presentadas en los libros, construyendo, midiendo,
aproximando y encontrando generalidades es una estrategia que tiene el valor agregado de
hacer propio el conocimiento ya existente. Reconstruir algunos métodos que proporciona la
historia en cuanto al cálculo de áreas, justifica a los estudiantes la necesidad del concepto de
los infinitesimales y el ĺımite, evitándoles pasar en una primera instancia por las definiciones
abstractas antes de pasar a las aplicaciones.
Teselar es una actividad que pocas veces se retoma en grados superiores pero que es realmente
lo que lleva en escencia el concepto de integral definida. La actividad planteada con este
propósito además de aportar un intuitivo acercamiento a dicho concepto, proporciona al
estudiante inquietud en cuanto a las aplicaciones más cercanas por ejemplo el embaldosado
de pisos.
Las actividades planteadas no están diseñadas con el objetivo de integrar funciones y aplicar
sus métodos, lo que se pretende es que el estudiante reconozca la motivación del concepto y
en esa medida una de sus aplicaciones vista desde la geometŕıa.
Finalmente, existen programas gratuitos en la red como Geogebra, que tienen incorporadas
aplicaciones que facilitan la comprensión de la integral como el área bajo una curva, tomando
aproximaciones tanto por exceso como por defecto, las cuales se pueden incorporar en la
enseñanza de esta temática.
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5.2. Trabajo Futuro
Un trabajo posterior estaŕıa enfocado en la ejecución y retroalimentación de las actividades
propuestas, es decir en el análisis de la efectividad de la propuesta sigiendo las pautas de
un trabajo de investigación, que permita aplicar en su metodoloǵıa, diseños de técnicas
de recolección de la información, categorización, técnicas de análisis y gúıas de trabajo de
campo.
A. Construcciones con Geogebra y
complemento a actividades
A.1. Geogebra la cuadratriz de Hipias
El software libre Geogebra, mediante sus animaciones permite trazar la cuadratriz de Hippias.
Un ejercicio interesante para los estudiantes es precisamente la construcción de esta curva y
la verificación de la propiedad que la caracteriza, expuesta ya en los aspectos disciplinares
de este trabajo (ver 2-1). A continuación se muestra el protocolo de esta construcción.
1. Construya un segmento AB y sobre este el cuadrado ABCD.
2. Trace el vector con origen en D y dirección DA.
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3. Inserte un deslizador e, variando desde 0 hasta 1, incrementando cada 0.001.
4. Con la opción traslada objeto por un vector, obtenga los puntos M y N , los cuales
debe editarlos para moverlos con el deslizador e, esto se logra incluyendo la letra e en
la definición de los puntos M y N .
5. Trace el segmento MN y compruebe que se desliza paralelamente al segmento AB al
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mismo tiempo que corre el deslizador e.
6. Con la opción rota objeto en torno a punto,ángulo indicado,obtenga el punto E
que es la rotación del punto D en torno al punto A con un ángulo de −90◦. Incorpore
también en su definición el deslizador e.
7. Trace el segmento AE y marque con F el punto de intersección entre el segmento MN
y AB.
8. Haciendo click derecho sobre F , active su rastro.
9. Trace el sector circular conocidos tres puntos de su arco DEB.
10. Finalmente deslice el botón e. El rastro que deja el punto F , es la cuadratriz.
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A.2. Geogebra la espiral de Arqúımedes
La ecuación polar de esta espiral r = aθ descrita en el caṕıtulo 2 facilita su construcción en
el programa Geogebra. El siguiente es protocolo de su construcción:
1. Inserte un deslizador el cual le permitirá asignar los valores de la variable a. En este
ejemplo a toma valores en el intervalo [0, 4].
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2. Dibuje el punto O de coordenadas (0, 0) y un punto A sobre el eje x los cuales deter-
minan la semirecta OA. Sobre esta marque el punto B.
3. En la barra de entrada defina θ como el producto punto entre B y (1, 0). De esta
manera θ tomará valores en el intervalo [0,∞) a medida que se desplaza el punto B.
4. Con la opción rotar objeto, rote el punto A en torno al punto O, θ◦, obteniendo aśı el
punto A′ (véase figura A-1).
5. Trace la semirecta OA′ y el ángulo AOA′.
6. En la barra de entrada defina r = aθ.
7. Con la opción Circunferencia dados su centro y su radio trace la circunferencia
con centro en O y radio r.
8. Marque el punto (C) de intersección entre la circunferencia y la semirecta OA′.
9. En la barra de entrada defina el lugar geométrico descrito por el punto C a medida
que desplaza el punto B (figura A-2).
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Figura A-1.: Pasos 4 y 5.
Figura A-2.: Pasos 7,8 y 9.
El lugar geométrico descrito por el punto C es la espiral de Arqúımedes.
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Figura A-3.:
Figura A-4.:
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A.3. La integral en Geogebra
Con el programa geogebra es posible ver y obtener el área bajo una curva, mediante comandos
que vienen incorporados tales como suma inferior y suma superior. Los siguientes pasos
permiten hacer tal construcción.
1. En la parte inferior de la vista gráfica en el recuadro entrada,define la función. Ejemplo
f(x) = | sin(x)|.
2. Marque los puntos sobre el eje x en los cuáles está definida el área a calcular. Para este
caso 0 y π.
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3. Inserte un deslizador el cual determinará el número de rectángulos y en la entrada
el comando sumaInferior, indicando el nombre de la función y el valor de x de sus
puntos ĺımite.
4. Repita el paso anterior ahora con el comando SumaSuperior
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5. El valor de b le indica el área dada por los rectángulos inscritos y c el área de los
circunscritos.
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A.4. Superficie a teselar
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[13] Netz, R. ; Noel, W.: El Código de Arquimedes: la verdadera historia del manuscrito
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[17] Urbaneja, P: Arqúımedes y los origenes del cálculo integral. Nivola libros y ediciones,
2008.
[18] Vega, L.: Hacer ver, hacer saber. (El rigor informal de las pruebas matemáticas clási-
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